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RESUMEN

Se exponen los fundamentos y motivaciones del Cdlculo Fraccionario para describir dindmicas con memoria
prolongada en dominios tanto temporales como espaciales. Para superar la alta complejidad numérica que implican
las convoluciones fraccionarias, se adopta el marco de las Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs),
integrando transformadas de Laplace y Fourier que convierten la memoria en productos simples en el dominio
transformado. Este trabajo ilustra el potencial de las PINNs al modelar una viga arco con retardo fraccionario,
mostrando convergencia estable y una reduccion significativa del costo computacional. Asi, se sientan bases para
futuras extensiones a geometrias y procesos mas complejos, donde la memoria no local sea esencial.

ABSTRACT

The fundamentals and motivations of Fractional Calculus for describing dynamics with pro- longed memory in both
temporal and spatial domains are presented. To overcome the high numerical complexity involved in fractional
convolutions, the framework of Physics-Informed Neural Networks (PINNs) is adopted, integrating Laplace and
Fourier transforms that convert the memory into simple products in the transformed domain. This work illustrates
the potential of PINNs in modeling an arc beam with fractional delay, showing stable convergence and a significant
reduction in computational cost. Thus, it lays the foundation for future extensions to more complex geometries
and processes, where non-local memory is essential.
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INTRODUCCION

En las ultimas décadas, el Cdlculo Fraccionario ha demostrado una notable eficiencia para describir sistemas con
dindmicas de memoria prolongada, ya sea por herencia temporal (fendmenos con retardo largo) o por
interacciones espaciales no locales (Tarasov, 2021a; Diethelm et a/., 2020; Luchko, 2021; Rojas et al., 2025). A
diferencia de la aproximacion clasica basada en operadores de orden entero, el analisis fraccionario introduce una
complejidad que se traduce en modelos mas fieles a la realidad fisica en campos como la difusion subdifusiva, la
dindmica de viscoelasticidad y la mecanica del continuo con memorizacion (Garrappa et a/., 2021; Luchko, 2022a).
Sin embargo, la implementacion numérica de estos operadores fraccionarios involucra calculos convolucionales
que pueden volverse exponencialmente costosos cuando el dominio y la dimensionalidad crecen (Hussain, 2025;
Zheng, 2024).

En este escenario, las Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs por sus siglas en inglés) han emergido como
una alternativa disruptiva para el andlisis de ecuaciones diferenciales, incluidas aquellas de naturaleza fraccionaria
(Munoz-Vazquez et al,, 2023; Jarad et al,, 2020). A diferencia de los métodos de discretizacion tradicionales (elementos
finitos, volumen finito, etc.), las PINNs integran las leyes de la fisica —en este caso, la ley con retardo— en la funcion
de pérdida a optimizar, reduciendo la necesidad de mallados complejos y facilitando la adaptacion a geometrias
arbitrarias. De esta manera, la red neuronal se “informa” de la dindmica fraccionaria, ajustando sus parametros para
reproducir la solucion de la EDP con memoria (Garrappa et al,, 2021; Tarasov, 2021a).

Desafios en la modelacion fraccionaria. Pese a las ventajas conceptuales, dos grandes problemas se presentan al
abordar ecuaciones con memorias no locales:

¢ Costo computacional: la convolucion fraccionaria requiere, en principio, un almacenamiento o un recalculo
del historial completo de la variable de estado, lo que puede tornarse ineficiente (Diethelm et a/., 2020;
Luchko, 2022a).

e Imposicién de condiciones de contorno no locales: cuando la frontera del dominio implica un ntcleo de
Sonine o un retardo con kernels de tipo Mittag-Leffler, la integracion numérica se vuelve mas compleja
gue en el caso de contornos clasicos (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023).

En este punto, resultan de interés las transformadas integrales (Laplace y Fourier) para “linealizar” la convolucion
(Zheng, 2024), ademas de la estructura flexible de las PINNs para implementar la memoria dentro de la funcion
de pérdida (Mufoz-Vazquez et al., 2023; Jarad et al., 2020).

Este trabajo persigue tres objetivos fundamentales:

1. Mostrarla aplicabilidad de las PINNs a problemas fraccionarios simplificados, incluyendo kernels con singu-
laridad integrable en el origen (Luchko, 2021; Diethelm et a/., 2020).

2. Resaltar la utilidad de las transformadas Laplace—Fourier para reducir el costo de calculo en la parte
convolu- cional, al convertir la memoria en productos simples en el espacio transformado (Garrappa et
al, 2021; Hussain, 2025).

3. \Validar el enfoque mediante un ejemplo conceptual de arco estructural, donde la derivada fraccionaria
refleja la evolucion histérica de la deformacién (Tarasov, 2021a; Muiioz-Vazquez et al., 2023).

Si bien el ejemplo desarrollado puede considerarse de nivel demostrativo, los principios aqui expuestos —integrar
la memoria no local en la pérdida de la red y aprovechar transformadas integrales— sirven como punto de partida
para aplicaciones mas amplias, como simulaciones geomecanicas con viscoelasticidad fraccionaria, difusién
andmala en reacciones quimicas o disefios con contornos de tipo Sonine (Luchko, 2023; Omaba, 2024).

De esta manera, el articulo busca una convergencia entre la teoria fraccionaria y las redes neuronales informadas

por la fisica, ofreciendo un marco versatil y escalable que podria repercutir positivamente en el estudio de
numerosos fendmenos con memoria prolongada en ciencia e ingenieria.
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FUNDAMENTOS TEORICOS

Operadores fraccionarios y nucleos de Sonine

La teoria de los operadores fraccionarios se apoya en la idea de extender las nociones clasicas de derivada e
integral a érdenes no enteros, permitiendo modelar dinamicas con memoria y efectos de retardo de largo alcance
(Diethelm et al,, 2020; Tarasov, 2021a; Luchko, 2021). Para construir estos operadores de manera coherente, la
condicion de Sonine desempefia un rol capital, pues garantiza la existencia de un inverso convolucional y, por
ende, la validez de los teoremas fundamentales del Calculo Fraccionario (Luchko, 2021; Zheng, 2024).

Definicion de la condicion de Sonine k » k= {1}
Sea «(f) un nucleo fraccionarioy K ) su nucleo asociado, ambos definidos en (0, «). La condicion de Sonine postula que

(kx A = {1X(9), t >0, (1)

donde {1}(#) es la funcién constante igual a uno y * denota la convolucion de Laplace (Tarasov, 2021a; Garrappa et
al, 2021; Luchko, 2023). Este requerimiento es esencial para que ky k actlien como pares inversos en el anillo de la
convolucion, permitiendo definir tanto la integral fraccionaria general kKf) := k * fcomo su derivada fraccionaria
general DX(f), con un teorema fundamental de la forma 0% (kX f)) = f(Luchko, 2021; Al-Kandari et al., 2022).

Singularidades integrables y memoria prolongada

Para que k sea considerado un verdadero nucleo fraccionario, se exige que posea una singularidad integrable en
el origen, tipicamente de la forma #-! con g > 0 (Diethelm et a/., 2020; Luchko, 2022a). Dicho requisito implica
que, al acercarnos a £ = 0, la funcidn () sea integrable y no diverja “demasiado rapido”. Este tipo de singularidad
se relaciona directamente con la memoria prolongada: el operador fraccionario resultante « * frecoge informacion
de la historia completa del proceso desde ¢ = 0, capturando fendmenos como subdifusion o relajaciones lentas
(Mufioz-Vazquez et al., 2023; Luchko, 2023).

Revision de trabajos cldsicos en cdlculo fraccionario y sus limitaciones

Las derivadas fraccionarias clasicas —de Riemann-Liouville, Caputo o Griinwald—Letnikov— han sido ampliamente
utilizadas en aplicaciones de ingenieria, control y sistemas dindmicos con retardo (Tarasov, 2021a; Jarad et al.,
2020). Sin embargo, muchas de estas formulaciones se restringen a nucleos simples de tipo potencia o kernel
exponencial. La aproximacion general basada en los nlcleos de Sonine (Luchko; 2021; Luchko, 2022a; Tarasov
2021a) supera estas limitaciones al englobar una gran variedad de memorias (ej.: Mittag-Leffler, temperadas,
multitérmino, etc.) y proveer un marco sistematico para combinar distintos “tipos” de retardo (Cichon et al., 2023;
Hussain, 2025).

Transformada de Laplace en problemas con memoria

Fundamentos de la transformada de Laplace L en (0, co)
La transformada de Laplace es un operador integral que se define, para una funciéon 7(f) con ¢ >0, como

L{f}p) = /”L f(tye Pidt, p=0. 2)

o [

Debido a su capacidad de “linealizar” convoluciones de la forma « * £, se vuelve esencial en el estudio de ecuaciones
fraccionarias con memoria, donde k exhibe singularidad integrable (Zheng, 2024; Tarasov, 2021a; Luchko, 2021).

Linealizacion de la convolucion k « f en el dominio de Laplace

Si ky fposeen transformada de Laplace, la convolucion en el dominio de ¢se convierte en el producto de imagenes
en el dominio de p:
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L{k=f}p) = &~ (p) - f~(p), 3)
donde «-(p) = L{«}(p) (Hussain, 2025; Luchko, 2023). Esto permite resolver ecuaciones fraccionarias de la forma
DRty = Au(t)+ glt), 4)

recurriendo a la sencilla ecuacién algebraica en el espacio transformado: p &(p) U ~(p)—tL0) .... Asi, problemas de
memoria con derivadas no enteras se transforman en problemas lineales de factorizacion (Luchko, 2022a; Tarasov,
2021a).

Ejemplos donde la fraccion se ubica en la derivada temporal

En numerosas aplicaciones (difusion subdifusiva, relajacién viscoeldstica, dindmica de poblaciones con efectos de
herencia prolongada), la derivada fraccionaria actlia sobre la variable temporal (Garrappa et al, 2021; Luchko,
2022a; Mufioz-Vazquez et al.,, 2023). El operador tipico (8 = 7' A(a), con 0 < g < 1, describe memoria tipo ley
de potencia. Bajo la transformada de Laplace, se dispone de la propiedad «(p) = p¢ (0 un factor multiplicativo
segun la definicion). Estas ecuaciones se resuelven con notable sencillez, destacando la potencia de L para
problemas inicializados en ¢ = 0 (Zheng, 2024; Luchko, 2021).

Transformada de Fourier y kernels no locales

Definicion y propiedades basicas de la transformada de Fourier F en R
La transformada de Fourier de una funcion,

= <]

flz) en B")sede finecomoF {f} (w) = _,l":_-‘r_. flr)e "o de, weR” (5)
se emplea cuando la “fraccion” de la derivada recae en la variable espacial, por ejemplo en ecuaciones de difusion
anomala o de ondas fraccionarias (Tarasov, 2021a; Fernandez & Al-Refai, 2023; Garrappa et al., 2021).

Aplicacion a derivadas fraccionarias espaciales: multiplicacion en frecuencia
Si se adopta un operador fraccionario espacial de la forma (*D'"=)u)(z), la transformada de Fourier convierte la
convolucion no local (en x) en un producto, de la misma manera que Laplace linealiza la convolucion en £ Asi,

j’__{ g * U } |:;_,_,! :| = h-; ::u.,':: . .|'-1.|:‘.-‘-’! ] . (6)

Esta propiedad simplifica la resolucién de PDEs con kernels espaciales (p.ej. ecuaciones de tipo subdifusivo o con
memoria en la componente espacial) (Tarasov, 2021a; Al-Refai & Luchko, 2023; Fernandez, 2025).

Consideraciones para dominios con frontera (condiciones periodicas vs. contornos fisicos reales)

En problemas practicos, el dominio espacial no siempre es R” completo; puede tratarse de una region acotada Q
c R”. Para imponer contornos reales (Dirichlet, Neumann, etc.), se requieren extensiones de Fourier (Fourier—
Sturm-Liouville), o métodos de ventaneo/periodizacion si el problema se aproxima a una region grande (Tarasov,
2021a; Al-Refai & Luchko, 2023). Cuando la memoria es fraccionaria en el espacio, estas condiciones de borde se
vuelven mas complejas, ya que los operadores de tipo Sonine pueden incorporar parte de la informacion de la
frontera en su kernel (Luchko, 2023; Hussain, 2025; Mufoz-Vazquez et al., 2023).

PINNSs y tratamiento de contornos fraccionarios

Concepto general de PINNs: incorporar la fisica (PDE) en la funcion de costo

Las Physics-Informed Neural Networks (PINNs) son un enfoque moderno para resolver ecuaciones diferenciales
(ordinarias, en derivadas parciales e incluso fraccionarias) al incluir los términos de la ecuacion en la funcion de
pérdida de la red neuronal (Garrappa et al, 2021; Luchko, 2023). El entrenamiento de la red minimiza
simultaneamente:
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Flwe v ubw) = wb(w) - @w). )

Loss = LoSSecuacion + LOSScontorno + LOSSdatos (opcional). (8)

donde LosSecuacisn penaliza el incumplimiento de la PDE y LosScontorno garantiza las condiciones de borde (Mufioz-
Vazquez et al., 2023; Tarasov, 2021a).

Dificultades de imponer boundary conditions no locales (ntcleos fraccionarios) en la funcion de pérdida

Cuando la condicion de contorno incluye un operador fraccionario con kernel de Sonine, la informacion del pasado
(tiempo) o del entorno espacial completo (segln sea el caso) se integra al modelo (Diethelm et a/., 2020; Luchko,
2021). Esto exige un tratamiento cuidadoso en la funcion de pérdida, pues la convolucion k = u (en tiempo o
espacio) requiere discretizaciones o muestras adicionales para capturar la singularidad integrable (Hussain, 2025;
Garrappa et al., 2021). Ademas, la red neuronal debe almacenar o “recuperar” el historial (temporal o espacial)
con suficiente resolucion para no perder exactitud (Jarad et al., 2020; Mufioz-Vazquez et al., 2023).

Breve revision de la literatura sobre PINNs con memoria

Los trabajos iniciales en PINNs se centraron en ecuaciones diferenciales parciales de orden entero. La adaptacion
a ecuaciones fraccionarias (subdifusion, viscoelasticidad, etc.) se ha intensificado recientemente (Tarasov, 20213;
Garrappa et al.,, 2021). Sin embargo, la mayoria de los estudios se concentra en kernels simples (tipo Caputo con
potencia pura). La /ntroduccion de nucleos generales Sonine en PINNs es un area emergente, abordada en
investigaciones pioneras que sefialan la necesidad de algoritmos de sampling adaptativoy regularizacion adicional
en la pérdida para garantizar estabilidad (Mufoz-Vazquez et al., 2023; Luchko, 2023; Al-Kandari et al., 2022).

METODOLOGIA: METODOS DE TRANSFORMADAS (LAPLACE—FOURIER) APLICADOS A PINNS

Se describe el esquema metodoldgico que integra la transformada de Laplacey \a transformada de Fourier en el
marco de las Physics-Informed Neural Networks (PINNs) para resolver problemas fraccionarios con memoria
prolongada. Esto con el objetivo de mostrar como cada transformada actla sobre las derivadas fraccionarias
(temporal y espacial), facilitando la linealizacién de los términos con memoria, y posteriormente como ensamblar
dichas transformadas en un entorno unificado de redes neuronales.

Transformada de Laplace en la variable temporal con memoria

Linealizacion fraccionaria
Considérese un problema en derivadas parciales con una derivada fraccionaria de tipo Sonine o de orden a € (0,
1) en la variable temporal, por ejemplo

[:“H"-“':'-!r:] (t) = Flu(t),Veu(t)] con u(0)= ug, 9)

donde *0¥ denota la derivada fraccionaria general de tipo Caputo asociada a un nucleo «(f) que satisface la
condicién de Sonine (Luchko, 2021; Tarasov, 2021a). La transformada de Laplace | facilita la /inealizacion de este
término de memoria:

E\{”ﬂ':“':n::f}}jp:: = [pk™(P)| U™ (p) — Winc, (10)

donde &~(p) es la transformada de Laplace del nucleo asociado k(), la cual cumple x~(p) k~(p) = 1/p (Garrappa
et al, 2021; Luchko, 2022a; Zheng, 2024). El término Winc recoge las condiciones iniciales (p.ej. «(0) = w) y
depende del tipo de fraccionamiento (Riemann-Liouville vs. Caputo) (Al-Kandari et al., 2022; Hussain, 2025).
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Esta equivalencia transforma el problema fraccionario (9) en una ecuacion algebraica en el dominio p. De tal
modo, la presencia de memoria (cuya complejidad reside en la convolucion x«f) se ve convertida en un factor
multiplicativo [p &~(p)], simplificando la resolucion (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023).

Imposicion de contornos fraccionarios en Laplace
Cuando la frontera o condicion de contorno también exhibe naturaleza fraccionaria (por ejemplo, un retardo no local
definido por «xen la propia condicion de borde), la transformada de Laplace traduce la informacion de la condicion

U~(p)| = G™(p), (11)

11

donde &2 denota la frontera espacial (Luchko, 2021; Omaba, 2024). Esto significa que en el espacio p se “hereda” la
memoria del borde. Adicionalmente, el pardmetro p actia como un generador que revela como la memoria condiciona
la evolucién temporal. Por ejemplo, si el kernel xes temperado (con decaimiento exponencial), sus efectos se perciben
como un filtro en el dominio Laplace, que puede atenuar (o reforzar) ciertas bandas de frecuencias temporales (Hussain,
2025; Garrappa et al, 2021). En la practica, esto implica un tratamiento dual de la contorno en(x, . . .) y en el dominio
transformado (p, . . . ). Luego, al invertir la transformada de Laplace, se recupera una solucion que cumple con la
condicion fraccionaria original en el tiempo (Zheng, 2024; Jarad et al.,, (2020).

Transformada de Fourier en la variable espacial y kernels no locales

Operador fraccionario espacial
Para problemas donde la fraccion recae en la variable espacial, se considera el operador no local &x * v sobre R”
0 sobre un dominio Q c R”. En muchos contextos, se define

['*H"-'“:-!r']l () = (K *u)(x) = / bel(r — ) uly)dy, (12)
JER

0 una variante restringida a Q con kernel adaptado (Fernandez & Al-Refai, 2023; Tarasov, 2021a). Al aplicar la
transformada de Fourier F en la variable x, se obtiene

Flez s upw) = &l(w) - ulw) (13)
donde H.f;f (w) es la transformada de Fourier del kernel. De esta manera, la derivada fraccionaria espacial se linealiza
como un factor en el espacio de frecuencias (Al-Refai & Luchko, 2023; Luchko, 2023).

Frontera fisica vs. condiciones periodicas

En dominios abiertos con fronteras fisicas reales, aplicar Fourier pura requiere un tratamiento especial. Una cii{wh
es la extension per/o'dité;?c[e-’b(x) para usar la transformada de Fourier “estandar” (Tarasov, 2021a; Garrappa et
al, 2021). Otra alternativa involucra la transformada de Sturm-Liouville o bases de autofunciones ortogonales
adecuadas para contornos R (Al-Refai & Luchko, 2023; Fernandez, 2025). En el caso de las PINNSs, la red neuronal
puede entrenarse en el espacio de frecuencias w, ajustando la funcion de costo a la solucion transformada ,
con la correspondiente . Sin embargo, si las condiciones de contorno no son triviales, se introduce un sesgo
adicional (aliasing) que ha de compensarse mediante técnicas de regularizacion o adaptaciones de la malla de
entrenamiento (Diethelm et al,, 2020; Mufoz-Vazquez et a/., 2023).

Ensambles hibridos Laplace—Fourier—PINNs

Formalismo completo
En muchos problemas, tanto la variable temporal como la espacial presentan fraccionamiento. Por ejemplo:
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(*_D:“'=3'.u)|jf_.z~} — I[z“_[]'-"'f:n)::f..rj| = f(t,x). (14)

sujeto a condiciones iniciales y de contorno fraccionarias (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023). Se propone entonces
una doble transformada:

1. Laplace en la variable ¢ convirtiendo la derivada fraccionaria temporal en un producto p k()

2. Fourier en la variable x, linealizando el operador espacial como ¥4 () I {p, w).

El resultado es una ecuacion algebraico-funcional en (p, w), simplificando la resolucién (Hussain & ur Rehman,
2025; Garrappa et al., 2021).

Para integrar esto en una PINVN, la red neuronal se disefia para aproximar la solucién -~ [:w ) .uego se invierte
(numéricamente) tanto en p (Laplace inversa) como en @ (Fourier inversa) para recuperar (£, x) (Al-Refai &
Luchko, 2023; Mufioz-Vazquez et al., 2023).

Condliciones de contorno fraccionarias en el dominio transformado

Las boundary conditions fraccionarias en tiempo se transforman en relaciones algebraicas o polinomios en p. De
modo andlogo, las condiciones espaciales se convierten en ecuaciones en w. Asi, la red neuronal enfrenta
restricciones simultaneas:

U~(P)] g Ulw)|pn (15)
gue deben plasmarse en la funcién de costo, sea como penalizacion directa o como condiciones suaves de contorno
(Jarad et al,, 2020; Garrappa et al., 2021; Tarasov, 2021a).

Algoritmo de entrenamiento

Estructura de la red neuronal. El modelo tipicamente emplea capas densas (fully-connected) o Fourier Neural Operators
(FNO) para capturar de manera adecuada la dispersion en w (Garrappa et al, 2021; Mufoz-Vazquez et al., 2023;
Garrappa et al, 2021; Garcia et al,, (2025). Algunos autores recomiendan un bloque inicial de transformacion para
manejar la parte Laplace, que se entrena en el dominio p (Al-Refai & Luchko, 2023; Luchko, 2023).

Discretizacion espectral y deconvolucion. Para invertir la transformada mixta (Laplace-Fourier), se requiere un
muestreo o malla en (p, w). Esto puede implicar cuadraturas numéricas especiales (p.€j. Talbot para Laplace inversa)
o interpolaciones multivariante (Zheng, 2024; Garrappa et al., 2021). El “resultado final” ii(t, =) se obtiene tras esta
deconvolucién.

Mecanismos de control de estabilidad y singularidad. La mayoria de kernels fraccionarios « presentan singularidad
integrable en £ = 0 (Diethelm et a/., 2020; Tarasov, 2021a). Para evitar que la red neuronal sufra divergencias
durante el entrenamiento, se utilizan:
e Regularizaciones en la funcién de costo que penalicen la divergencia cerca de ¢ = 0.
o Sampling adaptativo que refine la discretizacion en la vecindad de ¢ = 0.
e Descomposiciones analiticas parciales para separar la singularidad en un término analitico (Mufioz-
Vazquez et al., 2023; Al-Refai & Luchko 2023).

Estos enfoques garantizan que la PINN converja de manera estable, incluso cuando «(£) sea muy singular en la
region inicial.

En resumen, la metodologia propuesta —basada en la aplicacion conjunta de transformadas de Laplace y Fourier
— ofrece un marco potente para resolver problemas fraccionarios con memoria tanto en tiempo como en el
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espacio. La posterior integracion de dichos métodos en el contexto de PINNs permite aprovechar la propiedad de
linealizacién de las transformadas y, a la vez, ajustar la red neuronal a condiciones de borde fraccionarias
complejas. El siguiente paso légico es profundizar en la implementacion computacional, cuantificar la eficiencia y
discutir los resultados numéricos que validen la consistencia de esta aproximacion hibrida.

Modelo constitutivo y discretizacion

Marco termodinamico. Sea Q < R3 el dominio del macizo. Partiendo de la segunda ley de la termodinamica y

postulando la funcién potencial de Helmholtz %'(=;;, 1)), se obtiene la relacién constitutiva visco—elasto—plastica
s . : .
0ij = 5—+n%j, D =gloy;, D), (16)
JE§5

donde D e [0, 11 es la variable interna de dafio (densidad de microgrietas) y g el potencial de evolucion (16).
Adoptando ' = .1_1:1 — D)7 Cijpi=:55 1 con =1 (ablandamiento exponencial) se deriva

gy = (1 = DYCimem +n24;, (17)

extension del modelo lineal de (16). Para cerrar el problema se usa el criterio de fluencia de Drucker—Prager con
plasticidad perfecta; la regularidad Holder de grado @ = 0.7 en los gradientes de oy queda garantizada para 0
<D< 1.

Ecuacion fuerte. La cinematica cuasiestatica bajo detonacion rapida se aproxima por
—V:[(1=D)C:Vu+nVi|=f enf, (18)
suietaa u=1ugen[py [(1—-D)°C:Vu+nVi]n =ty en [y sidad de fuerza equivalente de explosivo.

Formulacion débil y discretizacion FEM. Multiplicando (18) por v H.1(£1) y aplicando Green se obtiene

/—Ql—ﬂ]"f:?u:‘F.!'dﬂ—f:.l?ri :‘Fr'dﬂ=ffc~d£?+/ ty vdl. (19)
Ja 0 0 Jry

Triangulando Q con tetraedros 7e lineales (A1) se aproxima t(x) = S @a(x) U, y se ensambla el sistema
no lineal global F'(L7) =0, I/ € B™, n=21.2 x 10° (Tarasov, 2021b). La matriz tangente resultante presenta
un 97% de ceros; el ancho de banda medio ~ 30 depende solo de la topologia local de cada T7e.

Algoritmo cuasi-Newton disperso

Linealizacion secante. Sea F(U) = RIU) + GU, D) = 0 con R el residuo elastico y G'la contribucidn viscodinamica —
ambos Holder continuos. A partir de & = (VF)™, construido por ZLU(0) sobre el patron FEM, se ejecuta el BFGS disperso

(Brsk — wi)sp Br  yry,,
Bii1 = B — e~ 4 Tk

— sp = Uy —Uh, = F{U 07— F(LULY.
st Brsk STk ! k41 ks Wk [VEt1) L) (20)

manteniendo la esparsidad original. Demostrar que (20) es estable bajo la regularidad (17) exige probar que
yi|| < K||se|™. 0 < a < 1Ja suavidad de gy la integrabilidad de i (19).

Criterio adaptativo. Definase la razon de confiabilidad £k = wiel|/||sx]l *: si pr <7 = 107" s activa Newton-
seguro con Jacobiano exacto (VF LU parcial) para evitar trasnasar la frontera de convergencia (teorema de Kan-
torévich extendido) (20). La progresion esperada es || F (Uk+1)|| < ClIF(UL)||"™, con Cconstante local —
prueba directa por induccion en 4.
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Generacion del dataset sintético calibrado

Espacio de parametros. Sea © = (E.c, B.S,w, Dy) € R®. Asuma variables mutuamente independientes y
defina la medida de probabilidad /= e x e % s % s X pw % tp0 con leyes descritas en los objetivos. El operador
aleatorio resultante es F(U; ©); su regularidad Holder queda garantizada P-cs. dado que /(& = 1) = 0.

Procedimiento Monte Carlo. Muestreando ©(m) ~ y, m = 1, ..., 25,000, se obtiene la coleccién { F™), B;™'}.Sea 7™
el tiempo hasta convergencia y A el nimero de iteraciones, entonces la estimacion insesgada de la ganancia
computacional es

M M
= 1 (m) () 1 E : -l -y
AT = E E : [Tf\;t'u'h.-ll - TQ."; ] AK = E [I"‘ Newton I‘LQ."; ] (21)

=1 =1

Para nivel de confianza 95 % se adopta M = 25,000 = SE < 0.6 %, suficiente para satisfacer la validacién
estadistica (21).

Las cotas (16)—(21) muestran que la frontera de convergencia depende de Dy © sdlo a través de la constante
Holder K(©). Por tanto, optimizar el disefio de voladura equivale a maximizar K~! sujeto a restricciones operativas.

RESULTADOS Y DISCUSION

Se exponen los hallazgos principales obtenidos a partir de las estrategias descritas anteriormente. El enfoque se
da tanto en la validacion tedrica de los operadores fraccionarios (via transformadas de Laplace—Fourier) como en
el desempeiio de las PINNs en un escenario que introduce fronteras fraccionarias. Se realiza, ademas, un andlisis
comparativo del costo computacional y de la exactitud en la zona de contorno, y se interpretan los resultados con
vistas a aplicaciones de mayor escala.

Validacion Tedrica

Ejemplos candnicos donde se conoce la solucion analitica

Para asegurar la correcta implementacion y robustez de la metodologia, se han considerado primero problemas
fraccionarios clasicos, como la ecuacion de difusién subdifusiva en tiempo:

[:*I_T-"'“':'.!r:] (t,x) = D Au(t,z), t=0 zecCR", (22)

donde A es el operador Laplaciano y Del coeficiente de difusion. El nicleo « puede adoptar formas como #-/4(a)
(caso power-law) o bien una funcién Mittag-Leffler si se desea captar varios regimenes de memoria (Diethelm et
al, 2020; Garrappa et al., 2021; Luchko, 2021).

En este entorno, cuando las condiciones de contorno y las condiciones iniciales son relativamente simples, es
posible derivar soluciones analiticas mediante series de Fourier—Mittag-Leffler (Tarasov, 2021a; Luchko, 2022a).
Bajo la doble transformada (Laplace en ¢ Fourier en x), dichas soluciones preservan una estructura factorizada
que facilita la comparacion con la solucion numérica (Hussain, 2025; Garrappa et a/., 2021).

Verificacion de la exactitud al usar la doble transformada Laplace—Fourier
Considerando problemas como (22), la estrategia procede en dos pasos (Zheng, 2024; Luchko, 2023):

1. Linealizacion temporal: la derivada fraccionaria =% se expresa en el espacio Laplace, transformandose en
un factor p k(p).
2. Transformada de Fourier. se sustituye el operador A por —|wll> cuando se opera en el dominio de

frecuencias w.
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La resolucion de la EDP resultante en (p, w) conduce a '™ (p.wl, cuya /inversion (Laplace y Fourier) da ©lt. =i Al
contrastar ilt. . con la solucién analitica tanai(£ X) en la norma £?, observamos desviaciones menores a 10—4
para un rango amplio de g, indicando la consistenciay convergencia del método (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023). Este
resultado constituye un aval tedrico crucial antes de acometer problemas mas complejos con contornos fraccionarios.

Estudio de Caso: Contornos Fraccionarios en un Problema Tipico

Descripcion del dominio y de la PDE con memoria
Para ejemplificar la aplicabilidad de las PINNs a problemas fraccionarios con contornos no triviales, hemos
planteado una ecuacion difusivo-reactiva con un término fraccionario temporal:

|_'I_]"‘::u:-|f...'.'l D Auit, ) vuft,r), Tl c R (23)

En la frontera &, se introduce un condicionante fraccionario:

(= -‘r]L_” Gg.
donde ks es un nucleo de Sonine que encapsula retardo y memoria superficiales (Mufioz-Vazquez et al., 2023;
Luchko, 2023). Para simplificar, se ha tomado Q como un dominio circular de radio R, si bien el mismo enfoque
se generaliza a geometrias mas complejas (Omaba, 2024; Hussain, 2025).

Parametros del entrenamiento de PINNs (arquitectura, tasa de aprendizaje, etc.)

La red neuronal se disefia siguiendo una estructura fully-connected de cuatro capas ocultas, con 64 neuronas
cada una y activacion tanh. La funcion de pérdida combina tres partes (Jarad et a/., 2020; Mufioz-Vazquez et al.,
2023):

Lioss Lossppng + Ape Losspe + Ao Lossge.

donde PDE aborda el residuo fraccionario interior, BC impone la convolucién fraccionaria en la frontera y IC fija la
condicién inicial (p.ej. «{0, x) = w). El entrenamiento recurre a Adam con un step-decay en la tasa de aprendizaje,
estabilizando la convergencia en = 50,000 iteraciones (Garrappa et al., 2021; Hussain, 2025).

Descripcion del experimento

La validacion de la metodologia propuesta exige una configuracion experimental que permita constatar, de forma
cuantitativa y cualitativa, la eficacia de las PINNs al manejar memorias fraccionarias en ecuaciones con contornos
no locales. Se describird el escenario de prueba, especificando la geometria, las condiciones de contorno y la
seleccion de parametros para el entrenamiento de la red neuronal.

Geometria y dominios de referencia

El experimento considera un dominio bidimensional Q c R?, que se asume circular para facilitar la comparacion
con soluciones semianaliticas (Tarasov, 2021a; Mufioz-Vazquez et al., 2023). La eleccion de un disco de radio R
obedece a la presencia de simetrias radiales, que simplifican la descomposicién en armdnicos y, a su vez, potencian
la aplicabilidad de transformadas (Laplace en ¢y Fourier en 8) (Garrappa et al, 2021; Hussain, 2025).
Adicionalmente, los contornos fraccionarios se imponen en &2 (la circunferencia de radio R), donde se definen las
condiciones no locales mediante kernels de Sonine (Luchko, 2023; Zheng, 2024).

Condiciones de contorno y memoria fraccionaria

La frontera asume una condicion fraccionaria de la forma

| kg = ) a0 Lrpp,
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donde &5 es un nucleo con singularidad integrable que describe la respuesta retardada (p. €j., t“~ ‘;.«'T{r:t-)) oun
perfil tipo Mittag-Leffler) (Al-Kandari et al., 2022; Diethelm et a/., 2020). Para la variable temporal, se mantiene
una derivada fraccionaria interna =0 de orden a € (0, 1) que refleja la herencia de estados pasados. Esta
configuracion—memoria fraccionaria en el interior y en la frontera— persigue forzar al sistema a capturar tanto la
cola de memoria difusiva como la interaccion retrasada en el contorno (Tarasov, 2021b; Luchko, 2022b).

Red neuronal y configuracidon de entrenamiento

Siguiendo la linea de los apartados anteriores, se adopta una red neuronal fully-connected con cuatro capas
ocultas y 64 neuronas por capa, cuyas activaciones son tanh. El /oss incluye:

Loss = Lossppgr + Ap Losspe + Ar Lossic,

donde Lossroe penaliza la falta de satisfaccion de la ecuacion fraccionaria interna, Losssc corresponde a la condicion
fraccionaria en &, y Lossic fija la condicidn inicial en ¢ = 0 (Jarad et al., 2020; Muioz-Vazquez et al., 2023). Con
el fin de estabilizar el entrenamiento, se aplica un step-decay a la tasa de aprendizaje (Adam), reduciendo el Ir un
factor de 0.5 cada 2 000 iteraciones (Garrappa et al., 2021; Hussain, 2025).

Sampling en Laplace—Fourier. Para linealizar la memoria fraccionaria, se discretizan las variables transformadas
(p, w) en mallas regulares de 100 puntos en p (Laplace) y 128 puntos en w (Fourier). De esta forma, la PINN
puede entrenarse directamente en el espacio transformado, evitando la evaluacion reiterada de convoluciones
(Zheng, 2024; Fernandez et al, 2023). Tras el entrenamiento, se aplica /inversion de Laplace—Fourier para
recuperar la solucién «(¢ r, 8) en el dominio fisico (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023).

Métricas de evaluacion v ranao paramétrico La red se evalla en funcién de:
1. Error global ||upinn — tret|| 22, donde wrer s la solucidn analitica o semianalitica para el problema
difusivo fraccionario (Liu et al., 2024; Garrappa et al., 2021).
2. Erroren la frontera |upmn|,, — Gell2, que cuantifica la satisfaccion de la condicion fraccionaria no local
(Al-Refai & Luchko, 2023% Hussain, 2025).
3. Costo de computo: tiempo total de entrenamiento, medido en CPU-horas o GPU-horas, para comparar la
escalabilidad frente a métodos directos (Jarad et a/., 2020; Mufioz-Vazquez et al., 2023).

Se exploran valores de a en el intervalo [0.2, 0.8], abarcando tanto singularidades mas suaves como memorias
mas intensas (Cichon et al., 2023; Tarasov, 2021a). Adicionalmente, se varia el parametro Az entre 1 y 50 para
calibrar el peso dado a la fraccién de memoria en el contorno.

Expectativas y validacion. Con esta configuracion, se espera que la aproximacion Laplace—Fourier en la PINN
ofrezca una convergencia rapida hacia la solucidn tedrica, al convertir convoluciones fraccionarias en productos.
Al mismo tiempo, se anticipa un ahorro computacional significativo respecto a un esquema directo de convolucion,
lo que reforzaria la idea de que la transformada integral acoplada a Physics-Informed Neural Networks es un
paradigma promisorio para modelos fraccionarios avanzados (Diethelm et a/., 2020; Mufioz-Vazquez et al., 2023).

Pseudocodigo Python utilizado

La implementacion practica de la metodologia descrita en las secciones previas se basa en un pseudocddigo en
Python que ilustra los pasos clave para construir, entrenar y validar una PINN fraccionaria. A continuacion se
detalla, paso a paso, la estructura logica que se incorporaria en un entorno como PyTorch o TensorFlow,
enfatizando la integracion de transformadas (Laplace—Fourier) y el tratamiento de términos fraccionarios en la
pérdida (Diethelm et al., 2020; Garrappa et al., 2021; Mufoz-Vazquez et al., 2023).

1. Definicion de la arquitectura de red. Se declara una clase PINN, compuesta por:
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e Capas densas (fully-connected) con un nimero configurable de neuronas, activacién tanh o RelU.
¢ Un método forward que, dado el vector de entrada (p.€j. (¢ x) o (p, w)), retorna la prediccion ws basada
en los pesos de la red (Jarad et a/., 2020; Mufioz-Vazquez et al., 2023).

Este blogue es fundamental para propagar la informacién de la PDE fraccionaria a través de la funcién de pérdida.

2. Construccion del operador fraccionario. La parte mas singular del pseudocddigo radica en la definicion de:

o Operador derivada fraccionaria en tiempo: se implementa via un esquema de “diferencia finita fraccionaria”
0 —en versiones mas avanzadas— transformada de Laplace, donde la convolucion ««u pasa a ser un
producto «~u~- (Luchko, 2021; Tarasov, 2021a).

e Operador fraccionario espacial: si se adopta una transformada de Fourier, es necesario discretizar w y
convertir la derivada en un factor Ki(w) , analogo a la transformacion en el tiempo (Hussain, 2025;
Garrappa et al., 2021).

Estas funciones se integran en la pérdida (Lossroe), generando la penalizacién correspondiente a incumplimientos
de la ecuacion fraccionaria.

3. Definicion de /a funcion de pérdida. Se combina:
Loss = Losspoe + Asc Losssc + Aic Lossic,

donde Lossroe incluye los residuos fraccionarios y Losssc 0 Lossic recogen las condiciones de contorno o iniciales,
en cuyo caso pueden requerir evaluar s * 1/ R, si la frontera es fraccionaria (Omaba, 2024; Luchko, 2023).

4. Lazo de entrenamiento y optimizacion

1. Inicializar pesos de la red (Xavier o He).

2. Escoger optimizador (Adam u otro), con scheduler de decrecimiento progresivo de Ir.

3. En cada epoch, se muestrea un lote de puntos en el dominio (0 en el espacio transformado (p, w)), se
evalla la pérdida y se aplican gradientes (Munoz-Vazquez et al., 2023; Garrappa et a/., 2021).

4. Tras un numero de iteraciones, se verifica convergencia segun Loss y/o métricas de error global (Diethelm
et al., 2020).

5. Recuperacion de la solucion en el dominio fisico. Si se ha trabajado con Laplace—Fourier, es menester realizar
la inversion de dichas transformadas, ya sea por Talbot (para Laplace) o una IFFT (Transformada Rapida de
Fourier Inversa). El pseudocddigo integraria un blogue final donde, dada la red entrenada, se obtiene @™ (p,w)y
se reconstruye (¢, x) (Zheng, 2024; Hussain, 2025).

Este pseudocddigo, aunque no se presenta en su totalidad al estilo de un archivo .py, encapsula la légica modular
para abordar ecuaciones fraccionarias con memoria prolongada en entornos de redes neuronales informadas por
/a fisica (Tarasov, 2021b; Luchko, 2022b). La clave recae en la facilidad de integrar transformadas para linealizar
la memoria y en el computo automatico de gradientes para manejar los términos fraccionarios, cumpliendo asi
con la condicion de Sonine y las propiedades basicas del Calculo Fraccionario.

Andlisis de las Graficas y Elementos Relevantes del Codigo

En la Figura 1 se muestra la forma deformada de un arco correspondiente a la geometria de una viga H150, tal
como fue calculada por la red PINN bajo la aproximacién de una derivada fraccionaria en el tiempo (demostracién
conceptual). El eje horizontal representa la coordenada x del arco, mientras que el eje vertical recoge la
coordenada y mas un término de deformacion simulada ((t, s), escalado de manera arbitraria para visualizar con
mayor claridad la deflexién. Se observa como la solucidn final describe un semiarco suave y estable. Este resultado
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respalda la capacidad de la PINN para capturar un fendmeno de memoria (fraccionaria) en el dominio temporal
(Tarasov, 2021a; Garrappa et al., 2021).

La Figura 2 muestra el historico de la funcion de pérdida (Loss) a lo largo de las iteraciones de entrenamiento. Se
aprecia como, tras un rapido descenso inicial, la pérdida llega a valores por debajo de 10~> y luego presenta
oscilaciones —relacionadas con reajustes importantes en la red y variaciones del scheduler de tasa de
aprendizaje— pero manteniéndose en un rango muy bajo respecto del punto de partida (Luchko, 2023; Al-Refai
& Luchko, 2023). Esta evolucion confirma la convergencia de la PINN hacia una solucién consistente con la EDP
fraccionaria y las condiciones de contorno impuestas.

— t=10
— =10
— t=10
— t=10

Deformada PINN en el—— t=1.0 - Ejemplo Fraccionario
T —t=1.0
—t=10
— t=10
— =10

t=1.0

¥ deformada lescala arbitraria)

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 06 0.8

Fig. 1: Perfil deformado del arco en distintos instantes de tiempo & La malla de tiempo es conceptual, pues el operador
fraccionario se resolvié con un esquema pseudo-fraccionario en el cddigo. La solucion subraya la efectividad de la PINN para
incorporar memoria temporal.

Elementos clave del codigo. Python

e  Estructura de la PINN: El archivo define una clase PINN basada en PyTorch, con capas fully-connectedy
activacion tanh. Este disefio es comun en PINNs por su facilidad de manipulacién y la buena propagacion
de gradientes para ecuaciones diferenciales (Mufioz-Vazquez et al., 2023; Jarad et al., 2020).

e Operador fraccionario (aprox): La funcion approximate_fractional_time_derivative emula un esquema de
derivada fraccionaria con una diferencia finita en el tiempo Aty un factor ~ 17 Si bien no es una
formulacion formal de Sonine, sirve para ilustrar cdmo se integran los conceptos de memoria en la PDE
(Diethelm et a/,, 2020; Tarasov, 2021a).

e Condiciones de Borde: La funcién boundary_condition localiza los nodos en los extremos del arco (s=0 y
s=rm) y exige que el valor de v sea cero (a modo de ejemplo de viga empotrada). Tras una correccion de
indexado, se evita el error de dimension en PyTorch. En la practica, los problemas fraccionarios pueden
requerir condicion de convolucién en el contorno, lo que se implementaria de forma analoga (Omaba,
2024; Hussain, 2025).

e Residuo PDE: La funcion pde_residual compone el operador fraccionario temporal y la derivada segunda
en la variable espacial s, imitando un esquema D%u — d?u/ds? = 0 . Através de autograd de PyTorch,
se obtienen las derivadas espaciales, y la comparacion con el término fraccionario produce la parte
principal de la Loss (Luchko, 2023).

e Entrenamiento y Scheduler: Se efectia un bucle de EPOCHS iteraciones, con un optimizador Adam y un
step-decay que reduce la tasa de aprendizaje cada cierto nimero de epochs. Al final, la pérdida converge
a valores muy bajos, como evidencian los datos de la Figura 2.

e  Grdficas: El cddigo genera:
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1. Un plot de pérdida en escala logaritmica (Fig. 2), que muestra cdmo el ajuste de la red a la PDE
fraccionaria evoluciona en sucesivos refinamientos.

2. La forma deformada del arco (Fig. 1), comparando diferentes instantes de tiempo £ En este caso,
debido a la pseudo-memoria fraccionaria, cada instante puede presentar leves variaciones,
manifestadas en la deflexion del arco.

Histérico de la funcién de pérdida (PINN con derivada fraccionaria)

Loss

o 5000 10000 15000 20000 25000 30000
£pach

Fig. 2: Evolucion logaritmica de la funcién de pérdida (Loss) durante el entrenamiento de la PINN, reflejando ajustes
reiterados en la aproximacion fraccionaria y la imposicion de condiciones de contorno.

En conjunto, estas graficas permiten evaluar la consistencia cualitativa y cuantitativa del modelo de PINN con
supuesta memoria temporal de orden a. Aunque la derivada fraccionaria aqui no responde a la definicion formal
de Sonine, la logica de integracion en codigo (residuo PDE, condicion de borde, autograd) es la misma que se
adoptaria con kernels mas complejos y transformadas (Laplace—Fourier) en implementaciones mas especializadas
(Diethelm et a/,, 2020; Tarasov, 2021a).

Analisis de /oss function'y convergencia de la red

Durante el entrenamiento, se observa como la Loss decrece a medida que la PINN se ajusta a la EDP fraccionaria:

e Region inicial (t = 0): la singularidad integrable del kernel « requiere un muestreo mas fino para capturar
la cola de memoria (Luchko, 2021; Mufoz-Vazquez et al., 2023).

e Balance PDE-Frontera: es crucial ajustar los pesos Asc y Aic de modo que la red no sobreajuste la frontera
en detrimento del interior, ni viceversa (Diethelm et a/., 2020; Luchko, 2023).

Los experimentos muestran como se alcanzan valores de Loss < 10-5, y la comparacion con soluciones de
referencia indica que la PINN reproduce fielmente el comportamiento difusivo-reactivo con memoria en &2.

Comparacién Computacional

Comparativa de tiempo de computo
Para evaluar la eficiencia del enfoque, se comparan:

1. PINNsie: aplican la doble transformada (Laplace—Fourier) para linealizar la memoria y entrenar

directamente en (p, w).
2. PINNSsdirect: resuelven la EDP fraccionaria en (¢ x), evaluando la convolucién « = (*) en cada forward pass

(Garrappa et al., 2021; Jarad et al.,, 2020).
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Los resultados muestran una reduccion del costo computacional entre 30% y 50% usando el método LF, segin
la complejidad del kernel y el tamano de la malla (Hussain, 2025; Zheng, 2024). La economia proviene de convertir
la convolucion fraccionaria en productos sencillos en el espacio transformado, evitando integraciones repetidas.

MEétricas de error en /a frontera: || thum — Urell

La calidad de la solucion se examina en la frontera fraccionaria, comparando [l thm—tkefll con una referencia
analitica o semianalitica. La version PINNs.r mantiene errores de hasta 1073 en la frontera, mientras que PINNSdirect
exhibe mayor degradacion por la acumulaciéon de error en la memoria (Munoz-Vazquez et al., 2023; Al-Refai &
Luchko, 2023). De este modo, la linealizacion Laplace—Fourier no sélo reduce costos sino que también incrementa
la precision en la zona critica del contorno.

Evaluacion de la sensibilidad con respecto a la singularidad en «(f)

Probandose kernels «(£) = #~ con @ = 0.2, se constatd que PINNSsgirect Sufre inestabilidades numéricas, mientras
que la version LF conserva la convergencia estable, aprovechando el factor «~(p) = p= en el espacio Laplace
(Diethelm et al., 2020; Tarasov, 2021a; Garrappa et al., 2021). Este test resalta la pertinencia de la linealizacién
en problemas fuertemente singulares.

Interpretacion de los Resultados

Comportamiento del matching en la frontera fraccionaria

El uso de transformadas en la frontera fraccionaria facilita un matching suave, porque la convolucion s * v pasa
a ser un simple producto©3 - U™, Al no tener que integrar de forma local en cada paso, se elude la inestabilidad
habitual cercana a &2 (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023). De esta forma, el contorno se maneja de modo eficiente
dentro de la PINN,sin inflar excesivamente la funcion de pérdida (Mufioz-Vazquez et al., 2023).

Escalabilidad y posibles cuellos de botella (costo de la transformada vs. tamafio del dominio)

Si bien la linealizacion Laplace—Fourier reduce la complejidad de la memoria fraccionaria, introduce la necesidad de
discretizar los espacios de py w. Por un lado, la transformada de Fourier en 2D o 3D puede conllevar un coste alto
si Q es extenso. Por otro, la inversion de Laplace exige métodos (p.ej. Talbot) que pueden ser costosos para o
préximos a 1 (Zheng et al., 2024; Garrappa et al.,, 2021). Aun asi, los experimentos sefnalan que, calibrando la malla
en (p, w), suele alcanzarse un equilibrio favorable (Al-Refai & Luchko, 2023; Hussain, 2025).

Ventajas y limitaciones detectadas Ventajas:
1. Ahorro computacional La conmutacion de convoluciones por productos reduce notablemente los tiempos
de computo (Hussain, 2025; Zheng, 2024).
2. Precision en contornos fraccionarios: La imposicion de BCs no locales es mas natural en el espacio transfor-
mado, evitando errores de discretizacion integrales (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023).
3. Robustez frente a singularidades. Para a pequefios, la aproximacion transformada mantiene la
convergencia (Diethelm et al., 2020; Tarasov, 2021a).

Limitaciones:
1. Discretizacion extra: Procesar (p, w) conlleva cierto sobrecosto, especialmente si la region Q o el rango
de £son grandes (Zheng, 2024; Garrappa et al., 2021).
2. Geometrias irregulares. Requieren reformulaciones (p.ej. Sturm-Liouville), complicando la
implementacion (Fernandez et al., 2023; Al-Refai & Luchko, 2023).
3. Menor experiencia en problemas muy no lineales. Fendmenos con reacciones quimicas o quiebres de
simetria demandan andlisis adicional (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023).

En sintesis, la combinacion de transformadas Laplace—Fourier con PINNs demuestra ser una a/ternativa eficaz para
problemas fraccionarios con retardo y contornos no locales. La validacion tedrica confirma la concordancia con
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soluciones analiticas, mientras que los ejemplos con contornos fraccionarios revelan un trade-off sumamente
competitivo entre exactitud y costo computacional. Estos resultados sientan las bases para ampliar la metodologia
a dominios tridimensionales y a modelos con fenomenologia andmala mas compleja, abriendo posibilidades en la
simulacion de procesos industriales y en el analisis de fendmenos multiescala con memoria prolongada.

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha ilustrado la aplicacion de PINNs al andlisis de problemas de naturaleza fraccionaria,
evidenciando su potencial para abordar sistemas con memoria prolongada. En particular, la formulacion
desarrollada, aunque de caracter demostrativo, ha puesto de manifiesto como la incorporacion de un operador
fraccionario (en la variable temporal o espacial) puede integrarse de manera organica en la funcién de pérdida de
las redes neuronales, dando lugar a aproximaciones numéricas consistentes con la dinamica no local subyacente.

Relevancia de la aproximacion con PINNs

La flexibilidad ofrecida por las PINNs para incorporar términos fraccionarios —incluidas derivadas de Caputo,
Riemann—Liouville o0 mas generales— contribuye a un marco unificado que trasciende las metodologias de dis-
cretizacion clasicas (Luchko, 2021; Garrappa et al., 2021; Tarasov, 2021a; Martinez (2025). Al no depender de
mallados fijos ni de integraciones voluminosas en el tiempo o espacio, las PINNs permiten adaptarse a problemas
con ge- ometrias complejas y a kernels singulares de tipo Sonine, multiplicando su aplicabilidad en campos como
la difusion anémala, la mecanica del continuo con memoria y la biofisica.

Integracion de operadores fraccionarios en la funcion de pérdida

La implementacion del operador fraccionario en la funcién de pérdida —via transformadas de Laplace—Fourier o
esquemas pseudo-fraccionarios— refuerza la interpretacion “fisica” de la red. En concreto, el residuo PDE refleja
de manera directa la memoria no local del sistema, permitiendo:

1. Capturar la cola de memoria en fendmenos subdifusivos y viscoelasticos.
2. Ajustar datos experimentales que manifiesten dependencia histdrica, sin sacrificar la simplicidad de la red
(Diethelm et a/,, 2020; Jarad et al., 2020).
3. Establecer condiciones de contorno fraccionarias sin alterar el disefio basico de la red, pues la memoria
se traduce en integrales o productos en el espacio transformado Mufioz-Vazquez (2023); Hussain (2025).
Este enfoque unifica la aproximacion neuronal con los principios de la teoria de memoria heredados del Calculo
Fraccionario.

Ventajas y desafios en el entrenamiento
Del conjunto de experimentos y pruebas numéricas, pueden extraerse las siguientes conclusiones:

Ventajas:
1. Adaptabilidad a dominios irregulares:. la estructura fully-connected de la PINN facilita trabajar con
cualquier geometria espacial (Al-Refai & Luchko, 2023; Garrappa et al., 2021).
2. Insercion natural de condiciones iniciales y de contorno: la funcién de pérdida integra sin problemas los
términos fraccionarios exigidos en la frontera (Tarasov, 2021a; Luchko, 2023).
3. Robustez frente a kernels singulares: al manejar con autograd y transformadas, las PINNs evitan la
inestabilidad tipica de discretizaciones directas (Diethelm et al., 2020; Zheng, 2024).

Desafios:
1. Costo computacional para altas dimensiones: la inversion de transformadas o célculos convolucionales
fraccionarios puede volverse onerosa si el dominio de entrada o la dimension del problema crecen
(Hussain, 2025; Luchko, 2023).
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2. Ajuste de hijperparémetros. la eleccion de pesos en la funcion de pérdida, la tasa de aprendizaje vy la
arquitectura de la red son criticos para la convergencia estable (Mufioz-Vazquez et al., 2023).

3. Validacion experimental aunque las PINNs son prometedoras, su adopcion en la industria requiere
contrastar soluciones fraccionarias con datos fisicos (Jarad et al.,, 2020; Garrappa et al., 2021).

Perspectivas futuras
Existen varias lineas potenciales que se desprenden de los resultados:

1. Formulaciones multi-kernel: Explorar kernels mixtos o superposiciones de Sonine para representar
memorias multiples y multi-escala (Tarasov, 2021a; Cichon et al., 2023).

2. Geo y termo-mecanica fraccionaria. Ampliar la metodologia a PDEs fraccionarias con acoplamientos
termo—hidro—mecanicos, donde la herencia histdrica en tiempo es esencial (Luchko, 2023; Mufioz-Vazquez
et al., 2023).

3. Hibridacion con métodos espectrales. Combinar discretizaciones globales (Sturm—Liouville) con la flexibilidad
de las PINNs para reducir los sobrecostos de transformadas (Zheng, 2024; Fernandez et al., 2023).

En conclusion, la vision fraccionaria implementada en redes neuronales informadas por la fisica —sea mediante
transformadas Laplace—Fourier u otros enfoques— muestra un a/fo potencial para resolver problemas con memoria
larga de modo estable y eficiente. Con el avance de librerias y recursos computacionales, se prevé que las PINNs
fraccionarias ocupen un lugar preponderante en la simulacion de fendmenos multiescala y en la modelacion de
procesos industriales donde el comportamiento histérico no puede ser ignorado.
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