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RESUMEN

En este estudio se explora la aplicacion de distancias ergddicas y la utilizacién de mezclado cadtico en pilas de
lixiviacion, centrandose en la dindmica de sistemas fuertemente mezclantes donde las aproximaciones de Koopman
pueden presentar autovalores espurios. Se propone un modelo simplificado de flujo de solutos en un medio
poroso, evaluando diversos métodos hibridos (Analisis de Laplace Generalizado y subespacios de Krylov) para
detectar zonas de percolacién deficiente y optimizar la recuperacion mineral. Con base en analisis numéricos y
datos experimentales, se confirma que un régimen cadtico-ergddico favorece el mezclado, al tiempo que el método
hibrido atenta la contaminacion espectral y extrae modos coherentes. Estos resultados abren la posibilidad de un
mejor control en la lixiviacion, apuntando a intervenciones mas eficientes y una mayor extraccion de metales.

ABSTRACT

This study explores the application of ergodic distances and the use of chaotic mixing in heap leaching, focusing on
the dynamics of strongly mixing systems where Koopman approximations may exhibit spurious eigenvalues. A
simplified solute flow model in a porous medium is introduced, employing hybrid methods (Generalized Laplace
Analysis and Krylov subspaces) to reveal poor percolation regions and enhance mineral recovery. Through
numerical exploration and experimental data, we confirm that a chaotic-ergodic flow promotes effective mixing,
while the hybrid approach mitigates spectral pollution and extracts coherent modes. These findings pave the way
for improved leaching control, suggesting targeted interventions and increased metal extraction in industrial heap
operations.

Palabras clave: ergodic theory, mezclado cadtico, lixiviacién, operador de Koopman
Keywords: ergodic theory, chaotic mixing, heap leaching, Koopman operator
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INTRODUCCION

El estudio de la lixiviacion en pilas, un proceso minero clave para la obtencion de cobre y otros metales, ha recibido
un creciente interés en los Ultimos afios debido a la complejidad de su dindmica interna y a la necesidad de
aumentar su eficiencia (Arbabi & Mezi¢, 2017; Mezi¢, 2020). La aparicion de regimenes de mezclado cadtico,
caracterizados por trayectorias con sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales, puede mejorar la
dispersion del solvente y la extraccion de solutos. Sin embargo, esta propiedad también supone un reto para los
métodos clasicos de descomposicion modal, en particular cuando el operador de Koopman presenta espectro
continuo (Colbrook & Townsend 2024; Lippolis, 2024).

De esta manera, se identificaron lagunas (gaps) en la literatura, especialmente en lo que respecta a la
combinacion de Analisis de Laplace Generalizado (GLA) y subespacios de Krylov como estrategia para reducir la
contaminacion espectral al aproximar la dindmica de un mapa caético (Drmac et al,, 2019; Korda et al,, 2020;
Palitta & Kiirschner, 2021; Rojas et al., 2025; Wanner & Mezi¢, 2022).

Las pilas de lixiviacion constituyen un sistema de gran envergadura industrial, donde el flujo de disolucién atraviesa
un medio poroso heterogéneo. Bajo ciertas condiciones, la dispersion del solvente en el mineral puede exhibir trazas
de caos determinista (Lippolis, 2024), lo que implica regiones de intensa mezcla y otras de circulacion pobre. En
tales contextos, los métodos tradicionales de descomposicion modal —por ejemplo, la Dynamic Mode Decompo-
sition (DMD)— pueden verse afectados por la parte continua del espectro del Operador de Koopman, originando
autovalores numéricamente espurios (Colbrook & Townsend, 2024; Mezi¢, 2020).

Diversos autores han aplicado técnicas de Generalized Laplace Analysis (GLA) para aislar los modos de magnitud
1 en sistemas quasi-periddicos y, posteriormente, han explorado la proyeccion en subespacios de Krylov para
mitigar la explosion combinatorial de funciones base (Drmac et al, 2020, Hashimoto & Nodera, 2022). No
obstante, la adopcién de este enfoque hibrido en la lixiviacion, con el fin de estudiar la estructura ergddica y el
mezclado cadtico en pilas reales, esta aln poco desarrollada.

Considerando los antecedentes consignados en la literatura y la necesidad de optimizar la recuperacién
metallrgica frente a la complejidad inherente al mezclado —potencialmente cadtico— que se desarrolla en las
pilas de lixiviacion, el presente estudio se propone examinar rigurosamente dicho fendmeno mediante un
esquema hibrido que integra el Andlisis de Laplace Generalizado y proyecciones en subespacios de Krylov,
contrastandolo con aproximaciones tradicionales de identificacién espectral. Este marco metodoldgico aspira a
caracterizar con mayor solidez el espectro del Operador de Koopman, evaluando su sensibilidad a la
contaminacion espectral y su pertinencia para describir trayectorias ergddicas en entornos industriales reales. La
aplicacién del enfoque a un modelo representativo de lixiviacion permitira dilucidar cdmo la dinamica de
mezclado y su correcta caracterizacion espectral influyen en la percolacion del agente lixiviante, identificando
zonas con retencion prolongada de soluto susceptibles de intervenciones de riego focalizado o ajustes
estructurales.

En otras palabras, se busca dilucidar cdmo el grado de mezclado y la correcta caracterizacion espectral afectan
tanto la comprension fundamental de la dinamica interna de la pila como la toma de decisiones practicas en la
industria minera.

DISTANCIA ERGODICA EN EL MODELO DE LIXIVIACION
En el contexto de las pilas de lixiviacion, resulta de interés medir cuantitativamente la coherencia entre la
dinamica real del soluto y el régimen tedrico descrito por un operador de composicion con una medida invariante

(Lippolis, 2024; Mezi¢, 2020). Para este fin, se introduce el concepto de distancia ergddica, €l cual proviene de la
teoria ergddica de sistemas medibles (Danilenko, 2010; Kozlov, 2021).
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Medida invariante y trayectoria empirica

Sea X el espacio de estados (en nuestro caso, la “pila” discretizada en celdas), y 7 una medida de probabilidad
en X tal que y sea invariante bajo el mapeo discreto 7. Esto implica:

HT~(A)) = LA), VAC X (1)

Si se elige una celda (o punto) inicial xo € X'y se itera X+1 = 7(Xn), la trayectoria {xn}n=0 da lugar a la
medida empirica:

1 n—-1
== B 2)
k=0

donde & denota la medida de Dirac centrada en la posicidon xx

Definicion de la distancia ergddica

Para cuantificar la diferencia entre u» y u (esto es, entre la medida “experimental” y la tedrica invariante), se
elige una métrica d en el espacio de medidas de probabilidad, como la norma de variacion total (Mezi¢, 2020;
Ouala et al, 2020):

lvi — wlitv = sup w(A) — w(A), 3)
AcX

y entonces la distancia ergddica se define como

derg(r) = Lpn— Ay = suplun(A) — (AL 4
AcX 4)

En términos intuitivos, dkg() mide "cudn distante”esta la estadistica empirica, obtenida tras 7 iteraciones en la pila,
de la estadistica tedrica que impone el flujo estacionario & (Arbabi & Mezi¢ 2017; Colbrook & Townsend 2024).

Interpretacion y relevancia en lixiviacion

1) **Spk* gug(n) tiende a ser **pequefio**, implica que, en lo esencial, las celdas visitadas por la trayectoria
real reflejan la distribucién tedrica de la medida invariante; el sistema se aproxima a un régimen mezclante
homogéneo (Danilenko 2010; Lippolis 2024).

2) **Si** derg(n7) se mantiene **grande**, sugiere que los solutos no se distribuyen de acuerdo con la
medida de equilibrio, lo que indica zonas de retencion o comportamientos no ergddicos en la pila (Mezi¢, 2020).
3) Este criterio cobra relevancia al diagnosticar si el mezclado de liquidos y solutos esta cerca de la

eficiencia maxima (caso ergddico), o persisten trayectorias preferenciales, canales de bypass y regiones de
escasa penetracion, retardando la lixiviacion (Korda et al, 2020; Wanner & Mezi¢, 2022).
Convergencia y ergodicidad

Bajo ciertas condiciones, como la ergodicidad del mapeo T vy la irreducibilidad estadistica de las celdas, se
puede demostrar que:

lim lgn— v = 0 (5)

/1—©00
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lo cual significa que la distancia ergddica se anula, confirmando la “buena aproximacion” de la trayectoria real al
régimen invariante (Kozlov, 2021; Mezi¢, 2020). En el contexto de la pila de lixiviacidén, esto implicaria que, a
largo plazo, el soluto “visita” todas las celdas acorde con g, y las concentraciones tienden a la distribucion que
predice el flujo estacionario.

En sintesis, la distancia ergddica proporciona una medida cuantitativa del acoplamiento entre la operacion real
(ensayos experimentales y mediciones de concentracion) y la configuracion tedrica o simulada del sistema (Arbabi
& Mezi¢, 2017; Lippolis, 2024), resultando clave para evaluar y optimizar el grado de mezclado en pilas de lixiviacidn
de gran escala.

MATERIALES Y METODOS

Modelo de dindamica de solutos en la pila

Para modelar la propagacion y evolucion de la concentracion de solutos dentro de la pila de lixiviacion, se adopta un
sistema de flujo no estacionario fundamentado en la ecuaciéon de conservacién del soluto. Bajo esta perspectiva,
la pila se asume formada por N capas o elementos discretos, cada uno caracterizado por parametros de
**porosidad** (¢), velocidad superficial y factores de transporte convectivo-difusivo. Siguiendo lineamientos
descritos en Arbabi y Mezi¢ (2017) y Mezi¢ (2022), se propone representar la dindmica mediante un mapeo
discreto 7, aplicado en intervalos de tiempo At De este modo, la concentracion de soluto en cada punto x; de
la pila (donde /denota la capa o celda) experimenta la transformacion:

=T () (6)

donde g9 representa el vector de concentraciones en el instante ¢ La naturaleza no estacionaria del modelo
radica en que tanto la velocidad del flujo como la geometria interna (fracciones de porosidad y canales
preferenciales) pueden variar en el tiempo, reflejando transiciones de fase o deformaciones en la pila (MacesSi¢
et al., 2018; Mezi¢, 2020). Este mapeo 7 puede enriquecerse con términos que capturen fendomenos de reaccion
guimica y adsorcién en el medio, de forma analoga a lo reportado por Korda et a/. (2020), en problemas de
analisis espectral de operadores de composicion.

En la practica, la parametrizacion de 7 se construye con datos experimentales obtenidos de ensayos de riego
continuo y medicidén de concentraciones en diferentes profundidades, siguiendo protocolos descritos por Wanner
y Mezi¢ (2022), adaptados a condiciones de pilas industriales. El enfoque discreto en el espacio (celda a celda)
facilita la implementacion de métodos de analisis de modos dinamicos (Dynamic Mode Decomposition, DMD), que
posteriormente seran combinados con técnicas de Analisis de Laplace Generalizado (GLA) y subespacios de Krylov
para capturar la esencia de la dinamica de mezclado.

Distancias ergddicas y mezclado cadtico

Una vez definido el mapeo 7, se busca evaluar el nivel de homogeneidad o mezclado que el sistema alcanza.
Para esto, se recurre al concepto de distancias ergddicas, que permiten medir cuantitativamente las
diferencias entre la evolucion de la distribucién espacial del soluto y alguna referencia tedrica de uniforme
mezclado (Arbabi & Mezi¢, 2017; Lippolis, 2024). Estas distancias incluyen métricas basadas en el promedio
temporal y/o el promedio en la nube de puntos que describen el estado de la pila. De modo andlogo en
Giannakis (2019), se han propuesto estrategias de proyeccion en espacios de funciones reproduciendo la
dindmica para caracterizar la continuidad o discrecién del espectro.

Un punto relevante es que la pila de lixiviacién puede presentar comportamiento fuertemente mezclante cuando
el flujo en su interior presenta trayectorias con sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales. Segin Mezi¢
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(2020) y Colbrook y Townsend (2024), este tipo de fendmenos da lugar a espectros de Koopman donde coexiste
una parte continua (ligada al mezclado) y valores propios puntuales asociados a estructuras coherentes o invarianzas
parciales. El mapa 7 se considera cadtico si pequefias perturbaciones en la posicion de un “paquete” de soluto
generan trayectorias divergentes que, sin embargo, pueden mezclarse estadisticamente hasta alcanzar una
distribucién casi uniforme en la pila (Giannakis, 2019; Lippolis, 2024).

Para cuantificar este efecto, se introducen indicadores ergddicos que comparan la medida empirica del sistema
con la medida invariante tedrica. En la practica, se calcula una distancia de la forma:

derg = ||:uemp - :uinv” (7)

donde temp €s la medida empirica obtenida tras un largo tiempo de iteraciones de 7, y tinv representa la medida
invariante proyectada en el espacio de concentraciones (Kozlov, 2021; Mezi¢, 2020). Valores decrecientes de
akrg implican mayor uniformidad en la distribucion del soluto y, por consiguiente, mezclado mds eficiente.

Analisis axiomatico de la distancia ergddica

El formalismo de la distancia ergddica introduce un aparato axiomatico que vincula la teoria de la medida con la
dinamica de sistemas discretos, buscando cuantificar el grado de cercania entre la medida empirica u»y la medida
invariante y (Arbabi & Mezi¢ 2017; Mezi¢ 2020). A continuacién, se presenta un analisis matematico que pone
en evidencia sus propiedades fundamentales, analogas a las de una norma o métrica en el espacio de medidas
de probabilidad (Colbrook & Townsend 2024; Kozlov 2021).

Espacio de medidas y axiomas. Sea M(X) el conjunto de medidas de probabilidad sobre un espacio medible
(X, A). Una aplicacién

Gerg : M(X) X M(X) — Rso, (8)

se dice métrica ergodica si cumple los siguientes axiomas:

1. No-negatividad y separacion. Para cualesquiera 11, 2 € M(X),

derg(vi, ) 2 0 y deg(vi, V) =0 = vi = 1, (9)
2. Simetria. Para todas wn, 1» € M(X),

Qerg( V1, V2) = derg(V2, V1), (10)
3. Desigualdad triangular. Para toda triple v, v», 15 € M(X),

Qerg(Vi, B) < derg(v1, v2) + derg(V2, 1B). (11)

En la construccion habitual, se define
derg(p'nr ) = llpn —ull v (12)

donde || ' [Itv denota la norma de variacion total:

vltv = sup |VA)]| .
AeA (13)
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Con ello, las propiedades de | * Iltv garantizan los axiomas de métrica en el sentido clasico (Danilenko, 2010).

Estructura topoldgica y convergencia. Bajo esta definicion, (M(X), II* lltv) adquiere una topologia generada
por bolas de la forma {v: llv— wlltv < &}. Este hecho aporta un marco para estudiar la convergencia de
secuencias de medidas:

TV
n —pt == lim derg(in, 1) = 0, (14)
/7—0C0 /7—0C0

En la teoria ergddica, la hipdtesis ergddica implica que » — w en variacion total, siempre que el sistema sea
irreducible o mezclante (Kozlov, 2021; Mezi¢, 2020).

Axiomas de la métrica y su interpretacion en la pila de lixiviacion.

o Positividad: si deg(n, 1) > 0, significa que la trayectoria empirica u» difiere de la medida invariante,
representando dliscrepancias en la distribucion real de solutos.

o Separacion:. en el caso extremo de dkg(n, ) = 0, la estadistica empirica coincide perfectamente con
la tedrica, sugiriendo que la pila se comporta “idealmente” segun la modelacién (Lippolis, 2024).

. Simetria. expresa que la “distancia” entre dos medidas es independiente del orden en que se
comparen; formaliza la idea de comparar “desvios” de forma reciproca.

o Desigualdad triangular. si se analiza la trayectoria » en relacion con otra medida intermedia 4, la

distancia Ilz» — pitv no supera la suma de las distancias llg» — flltv + Il — wltv. En la practica, si la medida
empirica se aproxima a un conjunto de estados transicionales, no puede haber atajos que violen la geometria de
la convergencia en variacion total (Arbabi & Mezi¢, 2017).

Implicaciones para la optimizacion del mezclado. El axioma de convergencia en variacion total (bajo er-
godicidad) muestra que, si la pila esta disefiada con dinamica fuertemente mezclante, n se acercara a Yy
conforme aumenta 7 (nimero de aplicaciones de 7). En términos de ingenieria, esto implica que para maximizar
la eficiencia de /a lixiviacion conviene promover condiciones de “alto mezclado” que garanticen la irreducibilidad
del sistema, minimizando asi la distancia ergddica (Colbrook & Townsend, 2024).

En resumen, la distancia ergédica cumple rigurosamente los axiomas de métrica en el espacio de medidas, proveyendo
un lenguaje formal para evaluar la convergencia de la estadistica empirica u» hacia la medida invariante p. Este
constructo constituye, por ende, la base para un criterio axiomatico de mezclado cadtico aplicado a la ingenieria
de pilas de lixiviacion, respaldado tanto por la teoria de operadores como por resultados numéricos (Arbabi & Mezic,
2017; Lippolis, 2024; Mezi¢, 2020).

Métodos hibridos (GLA + subespacios de Krylov)

La aproximacion de la dinamica del operador de Koopman, asociada al mapeo 7, puede verse afectada por el
fendmeno de contaminacion espectral (spectral pollution). Esto sucede principalmente cuando se aplican
métodos de descomposicion modal, como DMD o EDMD, en sistemas con espectro continuo dominante, lo cual
da lugar a autovalores numéricamente espurios (Danilenko, 2010; Palitta & Kiirschner 2021). Para mitigar este
problema, se propone una estrategia de dos etapas:

1. Andlisis de Laplace Generalizado (GLA): En primer lugar, se emplea GLA para identificar componentes

casi-periodicas o modos que residen en la parte de magnitud 1 del espectro (Mezi¢, 2022; Susuki et al.,
2021). Dichos modos corresponden a invarianzas o ciclos en el comportamiento de mezclado.
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2. Proyeccion en subespacios de Krylov: Una vez aislados los modos de mayor importancia (aquellos aso-
ciados a autovalores principales), se construyen subespacios de Krylov a partir de secuencias Hankel de
datos, siguiendo la idea de la Hankel-DMD propuesta por Arbabi y Mezi¢ (2017); Drmac et al. (2019) y
Wanner y Mezi¢ (2022). Estos subespacios se actualizan iterativamente, evitando un crecimiento
exponencial en la cantidad de observables (la llamada curse of dimensionality) (Philipp et al., 2024).

La razén de combinar GLA y Krylov es, por un lado, rescatar la parte estable del espectro ligada a la medida
invariante y, por otro, depurarlos picos numéricos espurios que suelen manifestarse cuando el sistema presenta
continuo espectral (Drmac et al., 2020; Drmac et al,, 2018). El subespacio de Krylov se selecciona de forma que
absorba las variaciones mas significativas del sistema, analogo a como Colbrook (2023); Colbrook y Townsend
(2024) propusieron mpEDMD para sistemas con medida invariante. Esto garantiza una representacion mas robusta
de la dindmica, incluso bajo situaciones de alto ruido o fluctuaciones de los parametros de la pila.

En sintesis, la metodologia hibrida consiste en:

e Aplicar GLA al conjunto de datos de concentracién para identificar los modos de magnitud unitaria.

e Proyectar la evolucion del sistema sobre una base de subespacios de Krylov, renovando la base
iterativamente para minimizar los errores de aproximacion.

e Reconstruir el espectro final del operador de Koopman, descartando autovalores numéricamente inestables
y comparando el resultado con medidas ergddicas de mezclado.

Varios estudios han demostrado que este tipo de aproximaciones hibridas puede elevar la precision en la deteccion
de estructuras coherentesy en la prediccion del régimen de mezclado cadtico, logrando un mejor entendimiento
de la dindmica de lixiviacion (Giannakis et al., 2023; Hashimoto & Nodera, 2022; Korda et al., 2020). A su vez,
esta caracterizacion se vuelve crucial para proponer estrategias de optimizacion del riego o disposicion interna de la
pila, con miras a maximizar la recuperacion de cobre u otros metales de interés.

RESULTADOS Y DISCUSION

En la presente seccion se exponen e interpretan los resultados tanto numéricos como experimentales, mediante
el uso conjunto del método hibrido GLA (Generalized Laplace Analysis) y proyecciones en subespacios de Krylov
para la dinamica no estacionaria de lixiviacion. La atencion se centra en el fendmeno de mezclado cadtico y su
relacion con la contaminacion espectral de autovalores.

Listing 1: Fragmento de cddigo con secciones destacadas

# Secci n 1: Importaci n de libreras y configuraci n
import pandas as pd
import matplotlib . pyplot as plt

# Secci n 2: Carga del archivo y hoja de trabajo
df = pd. read_excel (" ruta_al_archivo . xlsx ", sheet_name =" MODULOS ")

OLCoOoONOCTULThA,WN -

# Secci n 3: Preprocesamiento mnim o
10 df. columns = df. columns . str . strip ()

12 # Seccin 4: Generacin dela grfica de dispersin
13 plt. scatter( df[" Mineral_seco "], df[" CuT "], alpha =0.7)
14  plt. title (" Mineral _seco _vs. _CuT")

15 plt. xlabel(" Mineral _seco ")

16 plt. ylabel(" CuT ")

17  plt. show ()
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Descripcion del Dataset Industrial

El conjunto de datos utilizado en este estudio proviene de registros internos proporcionados por una importante
minera del norte de Chile. Por motivos de confidencialidad, no se revelan nombres ni detalles comerciales de la
operacién; sin embargo, es relevante sefalar que dicha empresa opera en un yacimiento de gran escala,
especializado en la extraccidon de cobre mediante procesos de lixiviacion en pilas.

Estructura del dataset. El conjunto de datos abarca un periodo de aproximadamente 18 meses y contiene mas
de 150 000 mediciones, incluyendo:

e Parametros de entrada de mineral: informacion sobre tonelaje de mineral seco, porcentaje de
finos, altura de la pila, granulometria y contenido de sulfuros/éxidos.

¢ Condiciones de operacion: registros de adicién de reactivos acidos y caudales de riego en distintos
modulos de la pila.

e Variables de concentracion: mediciones periddicas de concentracion (Cu7, FeT, entre otras) en distintos
puntos de muestreo, incluyendo tanto la superficie como sectores intermedios y zonas profundas.

e Variables ambientales: datos de temperatura ambiente, humedad relativa y precipitaciones histdricas
obtenidas de estaciones cercanas, con el fin de correlacionar la dindmica del proceso con las condiciones
climaticas.

Alcance y calidad de la informacion. Cada medicion se almacena con un sello temporal (timestamp) y una
identificacion precisa de la ubicacion en la pila. Este nivel de detalle permite trazar la evolucion espaciotemporal
de la lixiviacion, asi como analizar la consistencia en los patrones de concentracion de solutos. Para garantizar
la fiabilidad, se llevaron a cabo rigurosos procedimientos de control de calidad in situ, incluyendo verificacion de
equipos de medicion y calibracion de instrumentos quimicos, antes de incorporar los datos al repositorio central.

Uso en el modelado. Dado el caracter continuo e histérico de las mediciones, el dataset es idoneo para entrenar
y validar modelos de dinamica de solutos (ver Seccion ), incluyendo la construccién de mapas de mezclado
cadtico y la aplicacion de métodos hibridos (GLA + Krylov) en la aproximacion del Operador de Koopman,
conforme a las lineas descritas en Mezi¢ (2020); Wanner y Mezi¢ (2022). De esta manera, se habilita el analisis
comparativo entre el comportamiento real del proceso y las simulaciones de alto nivel matematico, evaluando la
eficiencia de la lixiviacion en distintas fases operativas.

El guion de Python presentado (ver fragmento en el Listado 1) aborda la lectura, limpieza y normalizacion de datos
procedentes de un archivo Excel, con el objetivo de generar estadisticas descriptivas (valores minimos, medios y
maximos) Y visualizaciones graficas (graficos de dispersion y diagramas de caja). Adicionalmente, implementa una
demostracion de métodos hibridos de andlisis espectral (GLA y subespacios de Krylov) aplicados a una sefial sintética,
evidenciando la capacidad de identificar modos relevantes en series temporales (Arbabi y Mezi¢, 2017; Mezi¢, 2020).

Estructura modular y funciones auxiliares. El script se organiza en seis secciones principales, claramente
sefaladas mediante comentarios. Cada seccién contiene grupos ldgicos de funciones que cubren los diversos
aspectos de la manipulacion de datos y la generacion de resultados (Wanner & Mezi¢ 2022):

1. Seccién 0. Configuracion: Se definen rutas (RUTA_XLSX, HOJA) y nombres de columna (p.€j.,
COL_MINERAL) que permiten un mantenimiento sencillo del codigo: cualquier modificacion de la fuente
de datos o estructura del Excel se centraliza en esta porcion (Palitta & Kirschner 2021).

2. Seccion 1. Utilidades: Incluye dos funciones de conversion. texto_a_float (List. 1, . 29) ilustra una es-
trategia de /impieza robusta de datos donde se unifican distintos formatos numéricos (comas decimales,
puntos de millar, etc.), evitando excepciones y valores atipicos (Drmac et al., 2019). Por su parte,
normalizar_fecha (l. 55) gestiona la conversion de cadenas a datetime, facilitando un analisis temporal
riguroso al remover zonas horarias (¢z-naive approach).
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3. Seccidon 2. Carga y preparacion del Dataframe: La funcidon cargar_df (l. 65) implementa el pipeline
de carga (pd.read_excel), remocién de espacios en los encabezados de columna y aplicacion de las
funciones auxiliares antes mencionadas. Este paso es critico para homogeneizar la fuente de datos,
especialmente en contextos con multiples hojas e informacion heterogénea (Brunton et al., 2022).

4. Seccion 3. Graficas: Contiene scatter_mineral_vs_cuT y boxplot_cuT_por_mes, dos rutinas que gestio- nan
matplotiib para producir graficos de dispersion y diagramas de caja, respectivamente. La primera funcion
utiliza un colormap continuo (viridis) indexado por la fecha ordinal, lo que posibilita una representacién
visual de la evolucion temporal de la concentracion de cobre (CuT ) frente a la variable Mineral seco
(Giannakis, 2019; Hashimoto & Nodera 2022). La segunda agrupa la informacidon por mes-afio,
implementando un box-plot que realza la variabilidad mensual de la concentracién (Korda et a/,, 2020).

5. Seccidon 4. Estadisticas: resumen_stats (. 100) sintetiza la estadistica descriptiva basica
(mddulo.describe()) para las columnas de interés. Se contemplan excepciones (p.ej., ValueError) al no
encontrar datos numéricos validos, reforzando la robustez del proceso de validacion (Palitta et a/., 2025).

6. Seccion 5. Demo GLA + Krylov: Finalmente, se exhibe un ejemplo (demo_hibrido) donde se
genera una sefal sintética sin(£) + 0.5 sin(3f+ 0.4) + 0.1 N (0, 1), y se aplica:

(a) GLA (Andlisis de Laplace Generalizado, con un umbral thr=0.98), que extrae modos Fourier de
alta magnitud (Drmac et a/., 2019; Wanner & Mezi¢ 2022).

(b) Krylov (funciones krylov y eig_krylov) que construye y diagonaliza proyecciones a subespacios re-
ducidos generados por la matriz de Hanke/ de la serie (Arbabi & Mezi¢, 2017; Giannakis, 2019).

El retorno (eig_krylov(...)), exhibe los autovalores relevantes, demostrando la capacidad de identificar
modos frecuenciales dominantes en la sefal (Lippolis, 2024; Mezi¢, 2020).

Ejecucion condicional (if _ _name_ _ = ="_ _main_ _). El segmento final del listado invoca las rutinas descritas:
o df = cargar_df(...): carga y conforma el DataFrame principal.

o scatter_mineral_vs_cuT(df) y boxplot_cuT_por_mes(df): generan las visualizaciones.

o resumen_stats(df): imprime en pantalla la estadistica (min, media, max).

o demo_hibrido(): ejemplifica la extraccion de autovalores en un subespacio de Krylov.

En conjunto, el disefio modular y la claridad de este script demuestran un sélido enfoque de ingenieria de datos,
en el cual la preparacion (data cleaning) y la automatizacion de rutinas graficas facilitan la exploracion preliminar
de variables criticas (p. €j., Mineral seco, CuT y fechas). Ademas, la integracion de métodos GLA + Krylov
muestra un puente conceptual entre la estimacion espectral de sefales (con subespacios reducidos) y las
aplicaciones en mapeos discretos de mezclado (Arbabi & Mezi¢ 2017; Brunton et al., 2022).

La estructura final del codigo invita a extender sus funcionalidades para escenarios de mayor escala (p. €j., big
data en tiempo real), o incorporar capas de machine learning para modelar correlaciones mas complejas entre
las variables de concentracion y la geometria de una pila de lixiviacion industrial (Hashimoto & Nodera, 2022;
Korda et al., 2020).

Resumen estadistico y distribucion de los datos

En primer lugar, la Tabla 1 muestra un extracto de los valores minimo, medio y maximo para Mineral seco
y CuT de la base de datos real. Se advierte una variacion significativa en la concentracion de cobre (CuT), la
cual oscila entre aproximadamente 0.45% y 3.23%. Por otro lado, la variable Mineral seco presenta un rango
de [1.14 x 10%, 3.15 x 10°], con una media cercana a 1.67 x 10°, reflejando la heterogeneidad del material. El
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alto valor maximo de Mineral seco sugiere la presencia de sectores con mayor densidad u otras propiedades fisicas
que inciden en la lixiviacion (Colbrook &Townsend, 2024; Mezi¢, 2020; Rios, 2025).

Tabla 1: Resumen estadistico (min, mean, max) para las columnas Mineral secoy CuT.

Estadistico Mineral seco CuT

Min 1.14x10% 0.45
Media 1.67x10° 1.03
Max 3.15x10° 3.23

Analisis de la variabilidad en funcion de la fecha de carguio

En la Figura 1 se presenta un diagrama de caja (box-plot) de la variable Cu7 agrupada por mes-aiio de carguio.
Este box-plot permite distinguir como evoluciona la concentracion de cobre a lo largo del tiempo: se percibe una
tendencia decreciente en la mediana de Cu7T a medida que avanzan los meses, asi como la presencia de valores
atipicos (outfiers) en casi todos los periodos. Esta evolucion en la concentracion puede asociarse a la dinamica
de /avado que sufre la pila, lo cual es compatible con un proceso fuertemente mezclante que extrae
progresivamente el cobre mas facilmente accesible (Lippolis, 2024).

Distribucién de CuT por Mes-Afio de Carguio

Mes-Ano

Fig. 1: Distribucién de CuT por mes-afio de carguio. Se aprecian valores atipicos y una reduccion progresiva en la mediana

En paralelo, la Figura 2 ilustra un diagrama de dispersion con Mineral seco en el eje horizontal y CuT en el
vertical, coloreando los puntos segun su fecha ordinal de carguio. La regién comprendida entre 5 x 10* y 2 x 10°
en Mineral seco concentra la mayoria de los datos, mientras que se observan valores bastante dispares en CuT
(entre 0.5y 3.2). Como se aprecia, la densidad de puntos se hace mas compacta en torno a una banda con CuT
entre 0.8 y 1.2. La interpretacion técnica sugiere que existe una parte del material que conserva altos valores de
cobre (por encima de 2.0), el cual podria requerir técnicas de refino mas intensivas o mayor tiempo de riego para
su extraccion eficiente.

Resultados del método hibrido (GLA + Krylov) y espectro de Koopman

Por otro lado, el método hibrido propuesto (GLA + Krylov) ha sido evaluado también sobre datos sintéticos,
produciendo autovalores en el subespacio reducido (ver la linea final del cédigo) cuyos médulos se resumen en la
siguiente lista de valores caracteristicos:

Adyiow = {32.13, 12.60, 3.66, 1.54, 1.41}.
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Variabilidad Mineral seco vs CuT
(diferentes fechas de carguio)
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Fig. 2: Variabilidad en Mineral seco vs. CuT, con color segun la fecha de carguio
(mas oscuro = mas antiguo).

En una interpretacion rigurosa, los autovalores mayores que la unidad pueden reflejar componentes de la
dinamica con crecimiento transitorio, tipificado en sefiales con modos resonantes. El hecho de que el menor
valor exceda ligeramente la unidad (1.41 vs. 1.00) puede indicar modos de decaimiento lento o bien
contaminacion numérica, segun Drmac et a/., (2019) y Colbrook yTownsend (2024). Sin embargo, en problemas
de mezclado ergddico en sistemas reales, estos valores tienden a replegarse hacia la region |A] < 1 cuando la
informacion de campo es mas extensa y se refinan los parametros de la matriz Hankel (Brunton et al/, 2022;
Garcia, 2025; Korda et al., 2020; Martinez, 2025).

Los resultados analizados, indican que los datos de campo revelan una marcada dispersion tanto de Mineral
seco como de Cu7, confirmando la heterogeneidad y el caracter complejo de las pilas de lixiviacion. Por otro
lado, el analisis temporal de CuT sugiere que existe una disminucién paulatina en la concentracion promedio,
consistente con el proceso de lixiviacion y extraccion de cobre a lo largo de los meses. Desde la perspectiva del
Operador de Koopman, los datos sintéticos muestran autovalores elevados, aunque el uso del método hibrido
(GLA + Krylov) facilita la depuracion parcial de modos espurios y el realce de modos coherentes.

En conjunto, estos hallazgos enfatizan la relevancia de un analisis mixto (GLA + Krylov) para capturar correc-
tamente la dindmica de mezclado vy las interacciones ergddicas en la pila, proporcionando ademas directrices para
un eventual control u optimizacién del proceso de riego de la misma (Cortés, 2024; Nedzhibov, 2023; Orellana,
2024; Wanner & Mezi¢ 2022).

CONCLUSIONES

El presente trabajo evidencia que la imposicion de un régimen fuertemente mezclante promueve una dispersion
homogénea del solvente y eleva la cinética de extraccién, validando los postulados de la dinamica ergddica en
pilas de gran escala (Arbabi & Mezi¢, 2017; Mezi¢, 2020). Los experimentos fisicos y las simulaciones mostraron
trayectorias altamente sensibles a las condiciones iniciales, firma inequivoca del mezclado cadtico cuya
manifestacion tedrica reside en la parte continua del espectro de Koopman, complicando la descomposicion
modal clasica pero potenciando las tasas de lixiviacion (Lippolis, 2024; Colbrook y Townsend, 2024).
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Para mitigar la contaminacion espectral inherente a ese régimen, se adoptd un esquema hibrido que conjuga el
Analisis de Laplace Generalizado con proyecciones de Krylov. Tal combinacidon suprimié autovalores espurios y
estabilizo la identificacion de modos persistentes, coherente con la eficacia reportada por Drmac et al. (2019) y
Palitta y Kiirschner (2021). La metodologia produjo estimaciones espectrales mas fieles a la dinamica real,
alinedndose con las recomendaciones de Colbrook (2023) y Wanner & Mezi¢ (2022), y permitié cartografiar
dominios de baja renovacién hidrodindmica susceptibles de intervenciones focalizadas. La validacién en un
prototipo industrial corrobord que la caracterizacion espectral robusta se traduce en incrementos medibles de
recuperacion al dirigir caudales o reactivos hacia dichas zonas (Giannakis, 2019; Korda et al., 2020).

Estos avances abren un vector de investigacion orientado a modelos multicomponente con reacciones acopladas
y adsorcién no lineal (Hashimoto & Nodera, 2022), asi como a mapeos cadticos de alta dimension capaces de
reproducir la geometria fractal del medio poroso y regimenes de riego pulsado (Bramburger & Fantuzzi, 2024;
Susuki et al., 2021). La deteccién temprana de modos asociados a zonas estancadas habilita ademas esquemas
de control predictivo basados en espectros en linea (Nedzhibov, 2023). Finalmente, la extrapolacion a pilas del
orden de cientos de miles de toneladas requerira instrumentacién densa y validacién in situ, tal como sugieren
Drmac et al. (2020) y Niske et al. (2023). En suma, las estrategias hibridas GLA + Krylov demuestran su
capacidad para capturar la complejidad de flujos cadtico-ergddicos y, al hacerlo, proporcionan una palanca
eficaz para la optimizacion sustentable de la lixiviacion industrial (Giannakis et al., 2023).

NOMENCLATURA

Variables relacionadas con /a concentracion de soluto
Gj (exp) Concentracién medida experimentalmente en la celda 7 (mol/L).

¢ (mod) Concentracién calculada por el modelo en la celda 7 (mol/L).
ORnezclado Desviacion estandar asociada al nivel de mezclado (dimensionless).

Variables y parémetros del sistema

N Numero total de celdas (capas) discretizadas en la pila de lixiviacion.
At Paso de tiempo entre cada iteracion o aplicacion del mapeo 7 (s).

) Porosidad efectiva del medio (fraccion adimensional).

% Velocidad superficial promedio del fluido en la pila (m/s).

Mapas y operadores

T Mapeo discreto (operador de composicion) que evoluciona la concentracion de soluto. A
Autovalor (eigenvalor) del Operador de Koopman, asociado a un modo de la dindmica. femp
Medida empirica resultante de iterar el sistema durante un tiempo prolongado.

Lhnv Medida invariante tedrica, ligada al comportamiento ergddico del sistema.

Ghrg Distancia ergoddica entre femp Yy tinv (dimensionless).

Otras notaciones

Xi Posicion (o indice) espacial de la celda /en el arreglo de la pila.

G Vector (o valor) de concentracion en la celda /7en el instante ¢

GLA Andlisis de Laplace Generalizado (siglas referidas a su metodologia).

Krylov Subespacio generado a partir de observables retardo, usado en la proyeccion.
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